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Chapitre 1

La transformée de Fourier quantique

La transformée de Fourier quantique ou Quantum Fourier Transform (QFT) en anglais est une rou-
tine quantique qui trouve des applications dans des algorithmes importants dont ’estimation de phase
quantique et la factorisation de grands nombres. Il est donc justifié d’y consacrer du temps et de 1’énergie
pour bien comprendre cette transformation.

1.1 La transformée de Fourier discréte

La transformée de Fourier peut étre formulée et appliquée de plusieurs maniéres différentes. Dans notre
cas, on s’intéressera a sa version discréte. Cette transformée prend un vecteur de N composantes complexes

Lo, L1y, TN-1
et le transforme en un nouveau vecteur comportant autant de nouvelles composantes complexes

Yo, Y1,-- - YN-1

ol chacune est obtenue en utilisant la relation

Uk = \/1N > exp <2m%>xj. (1.1)

j:(]N—l

Le vecteur des composantes y;, contient alors I'information spectrale contenue dans les composantes x;.

1.2 La transformée de Fourier comme une transformation unitaire

La QFT implémente une transformée de Fourier discréte (équation 1.1), mais sur un registre quantique,
ou plus généralement sur un état quantique. Celle-ci apparait alors comme une transformation unitaire

[4) = Ugrr ).

qui transforme un état |¢)) en un nouvel état |¢)). En particulier, lorsqu’on écrit les états |1b) et 1)) sur
une base canonique d’états

~ N—-1 N—-1
[0y = arlk) et )= a;lj),
k=0 Jj=0



les composantes ay de 1'état |1/~)> sont données par la transformée de Fourier discréte des composantes ay,

de létat [))

Gy = \} Nz:: exp (m)aj. (1.2)

On peut écrire la transformation unitaire de la QFT grace a la base d’états

A N—-1N-1
Uqrr = Z > exp (2m> k)] . (1.3)

k:O]O

Dans un ordinateur quantique, les états de base |j) (et |k)) sont des états & n qubits. Chaque entier
représente alors une chaine de bits égale a la forme binaire de ’entier. Le nombre total d’états de bases
pour un systéme de n qubits étant

N =2"

la QFT transforme alors un vecteur avec autant de composantes.
L’objectif des prochaines sections est de mieux comprendre comment la QFT agit pour enfin étre
capable d’écrire un circuit quantique qui implémente la transformation Ugpr.

1.3 La QFT d’un état de base

Pour I’état de base [1p) = |m) la composante & la position m est égale & 1 et toutes les autres sont
nulles. Ce qu’on peut écrire comme

Oéj = 5jm-

Les composantes de I'état résultant de cette transformation sont donc données par,

1 = kj 1 km

On note |m) I'état résultant de la QFT de I'état |m) et il est donné par

i) = Ugqpr [m) = Zexp(zm> k).

La QFT d’un tel état est donc une superposition de tous les états de base. Cette superposition a la
particularité que chacun des états est affecté par une phase donnée par 27 km/N.

\F Z exp (mk > k) . (1.4)

La probabilité de mesurer chacun des états de base |k) est la méme

‘ Z esxp <2mkN> mi

ol ™
7Tl = .
N N

La transformée de Fourier d’un état general sera la superposition des QFT des états de base

|

o No1 N-1
) = Uqrr [¥) = Y oxlqrr k) = > ax |k).
k=0 k=0



1.4 Etats des qubits

Par construction, les états de base |k) sont des états produits. En effet, on peut écrire chacun d’eux
comme le produit tensoriel des états individuels des qubits

k) = |br(n—1) - - - brrbro) = §X) [brq) (1.5)

ol chacun des qubits est soit dans I'état |0) ou dans I'état |1). Autrement dit by, € {0,1}. Par exemple,
pour 3 qubits, le tenseur by, prend les valeurs

0 0 00
1 0 01
2 010
pe | . b= |0 1]
) 1 01
6 1 10
7 1 11

La valeur de l'entier k et liée aux valeurs des by, par

n—1
k= beg2? (1.6)
q=0
ou encore
k n—1 bkq
%= > et (1.7)
q=0
car N = 2",

Ce qui est moins évident est que 1'état quantique |m), résultant de la QFT d’un état de base, est
également un état produit. Nous allons maintenant démontrer cela. Pour ce faire, on doit remplacer les
formes 1.5 et 1.7 dans I’équation 1.4. Avant de pouvoir faire cela, on doit étre en mesure de remplacer la
somme sur les entiers en sommes sur les qubits. La somme de tous les entiers de 0 jusqu’a 2™ — 1 peut étre
remplacée par n sommes sur 0 et 1 imbriquées

N— 1
k= o bio=0 b1 =0 bk(n H= 0

On peut facilement se convaincre qu’il y a autant de termes des deux cotés de I’équation et que chaque
terme k£ du coté gauche correspond a une des 2" combinaisons possibles de by, du coté droit. Il est donc
possible d’exprimer la QFT d’un état de base |m) comme étant

Z Z Z exp 27mm22n 7 ®|bkq

bk() 0b31=0 bk(n =0

On doit ensuite effectuer quelques manipulations pour montrer que |m) est bien un état produit. D’abord,
I’exponentielle d’'une somme est un produit d’exponentielles

n—1 b n—1 mb
exp | 2mim Y znqu =[] exp (27ri o _’“3) (1.8)
q=0 q=0



Pour chaque terme dans ce produit, il y a un terme associé dans le produit tensoriel. On les assemble deux
H exp (27” > ® ‘bkq ® exp <2m

4 deux pour écrire
) |bkq>
que l'on peut remplacer dans ’expression de 1’état transformé

ﬁzz Z®WWWWW

bo=0br1=0  by(n—1)=0¢=0

Ensuite, comme chacun de termes dans le produit tensoriel ne dépend que d'un seul by,, chacune des
sommes sur les états des qubits peut étre incorporée dans le produit tensoriel (voir la section 1.9 pour

vous en convaincre). On écrit alors
mby,
exp <2m o— > |bkq)

Il est alors possible d’effectuer la somme explicitement. Lorsque by, = 0, la phase est nulle. Dans 'autre
cas (byg = 1), la phase est proportionnelle a m,

n—1

q=0 bjg=0

n—1
. 1
i) = gﬂ(\m + exp (2m2n q) |1>) (1.9)
On voit alors qu’il est possible d’écrire I'état |m) comme un état produit
n—1 ~
M) = X) [bmg) (1.10)
q=0

ou on identifie ’état du qubit ¢ aprés la QFT comme étant

Bing) = f(|0> + exp (2m2n q) 11)). (1.11)

En résumé, pour un état de base construit comme un état produit ou chaque qubit est soit dans 1’état
|0) ou I’état |1) (équation 1.5), la QFT est également un état produit (équation 1.10) out chaque qubit est
dans I’état donné a I’équation 1.11.

Terminons cette section en combinant les équations 1.4 et 1.9 pour établir la relation suivante

n—1

\/» Z exp <27rz > |k) = % \[<\0> + exp (27r12 ) \1>> (1.12)

c’est-a-dire que I'état résultant de la QFT d’un état de base peut étre écrit & la fois comme une combinaison
linéaire des états base, mais également comme un état produit sur les états des qubits individuels.

1.5 Circuit QFT état de base

Tentons maintenant d’assembler un circuit quantique qui permet de préparer 'état |m). Il semble
évident que pour préparer I'état |/) dans un registre quantique initialisé dans Iétat |0)*", on pourrait
débuter en appliquant une porte Hadamard sur chacun des qubits afin de préparer I'état

|
—

)8 = AEn (0)° = () —=([0) + 1))

Q
Il
o
[\)



P(%) [= [0) +e>mm/2" 1)

P(37%) (= [0) + e2mm/2 7 1)

‘O>n72 P(Z;r;n) | |0> +e27rim/22 ‘1>

P(%5) [ [0) + emm/2' 1)

FIGURE 1.1 — Circuit pour préparer ’état |m) avec m connu. L’état final est écrit en omettant le facteur
de normalisation.

et ensuite appliquer des phases 2rm /2"~ ¢ sur chacun des ceux-ci tel que

1 n—1

. m
P (27r = )

Le circuit a la figure 1.1 accomplit cela. Le qubit ¢ = 0 subit la plus petite phase égale a 2rm /2™, Les
qubits suivants subissent des phases toujours deux fois plus grandes que le qubit précédent, qui culmine
avec une phase de 2rm/2 pour le dernier qubit.

Il est intéressant de voir comment ce circuit peut étre construit si m est donné sous sa forme binaire
by tel que

n

<\O + exp <27r22n q) \1))

Sl

Ji
o

q=0

n—1
m=> b2 (1.13)
r=0

Ecrivons |m) en fonction des by, en remplagant I’équation 1.13 dans I’équation 1.9. On obtient

® <o )+ exp (2m71212an ) |1>>.

Ecrivons lexponentielle de la somme comme un produit d’exponentielles
n—1 n—1 .
1 21
= ® —=(10) + H exp <bmr> !1>)
q=0 \/i( r=0 2nmar

On constate que pour préparer cet état a partir de ’état H—)®", on peut appliquer une série de phases
P (Qﬁ%bmr) sur chacun des qubits. Notons que b,,, ne peut prendre que les valeurs 0 et 1. Ainsi, une
phase non nulle sera appliquée si by, = 1, alors qu’une phase nulle sera appliquée si b, = 0. On constate
également que toutes les phases avec r 4 ¢ > n sont multiples entiers de 2. On peut donc omettre celles-ci

ce qui diminue le nombre de termes dans le produit

:&5\}5(0 +nf[1p<2n " 7«>|1>>.

Sous cette forme, on voit que le circuit de la figure 1.1 peut étre remplacé par le circuit de la figure 1.2.



0) P(3tbmn-1) [ P(3bm(n-2) [+ = P(525bm1) {— P(35bmo) [— [0) + 27m/2" |1)

|0> @ P(gilrbm(n—Q)) i P(T%—Tgbml) — P(%bmo) L ‘0> _|_62m’m/2"*1 |1>

|0> H T P(%ilrbml) P(%%bm[)) * ‘0> + 627rim/22 ’1)

0) - H P(3Fbmo) — |0 + e2mim/2 |1)

FIGURE 1.2 — Circuit pour préparé I’état |m) avec m connu, phases en puissance de %

me
bml
m) .
m(n—2)
bm(n—l)
—{re Hre |- ) He@) -0+ ey
[ [ [
p(%r) T P(227—r2) ] P(27211) — 10) + e2mim/2" 1)
|_|_>®n :
PG PG 10y ey
[
P(5F) [ [0) + e2mim/2' 1)

FIGURE 1.3 — Circuit pour préparer I’état |m) avec |m) inconnu, mais dans un autre registre.

1.6 Circuit QFT état de base quelconque

Il est alors intéressant de constater que chacune de porte de phase au circuit de la figure 1.2 est
« controlée » par la valeur d’'un bit classique. Aussi, la maniére avec laquelle on a construit le circuit fait
en sorte que toutes les portes de phases qui sont dans la méme colonne sont controlées par le méme bit
classique.

On peut remplacer ces portes de phases en véritables portes de phase controlées en ajoutant un autre
registre quantique sur lequel on encode les valeurs de bits classiques sur chacun des qubits qui contréleront
ces phases. Ce faisant, on obtient le circuit présenté a la figure 1.3. Ce circuit permet en fait de préparer
|m) dans le second registre pour n’'importe quel état |m) dans le premier. Si on écrit la transformation
unitaire qu’applique ce circuit, on obtient bien

U(1+)%" @ [m)) = (|im) @ |m)). (1.14)

Est-il alors possible de préparer la transformée de Fourier a partir d’un état quantique arbitraire (une
superposition de plusieurs états de base) qu’on aurait encodé dans le premier registre ? Malheureusement,
non. En effet, on constate que si on prépare une combinaison linéaire des |j) dans le premier registre et



on obtient les |j) dans le second registre,

N—-1 N—-1
B> o li) | =U Y oy (10" @14))
=0 =0
N—-1
=Y o U(IH) " ®1j))
7=0
N-1 ~
= a;(17) ®14))-
7=0

Seul probléme : chaque |j) est enchevétré avec le |5) associé, alors qu’on cherche a obtenir 1'état

N-1

> o)

J=0

directement. Pour résoudre ce probléme, on va tenter de se débarrasser du premier registre en modifiant
ce circuit.

1.7 Circuit QFT avec un seul registre

Considérons d’abord le dernier qubit du second registre. Ce qubit est d’abord dans I'état |+) et on y
applique ensuite une phase de 7 si b0 = 1. La derniére ligne de la figure 1.3 indique plutét que I'état du
qubit est en fait affecté d’une phase 2rm /2. En fait, ces deux expressions sont équivalentes. En effet,

\}i (10y + emim/2 1)) = \;500) e T i 1))

4 mibmo+2om1+4bma-+..) |1>> (1.15)

= (10
_ \}5 (|o> + emibmo |1>>.

ou derniére égalité est vérifiée parce que les autres bits qui forme m générent des rotations entiéres de 2.

Ce qubit est donc dans I'état |+) si by = 0 et dans I'état |—) si b0 = 1. Or, on peut préparer
directement ce méme état dans le premier qubit du premier registre en y appliquant une simple porte
Hadamard comme cela est illustré a la figure 1.4. En effet, on a 1’égalité suivante

P(bomr) [+) = H |bom) (1.16)

qui implique que le premier et le dernier qubit sont exactement dans le méme état! Ce faisant, le dernier
qubit devient inutile et on 1’élimine pour obtenir le circuit de la figure 1.5.

Peut-on éliminer d’autres qubits? La réponse est oui! En effet, on constate que la premiére phase
controélée de 'avant-dernier qubit est également une phase de m qui dépend de la valeur de by,,, valeur de
I’état du second qubit. On peut donc rediriger I’état préparé sur 'avant-dernier qubit du second registre
vers le second qubit du premier registre grace a

P(bimm) [+) = H [bim) - (1.17)

Ensuite, pour obtenir ’état recherché

= (10) + e2mim/ )

Sl



b 5 (H | (0)+ eim/2' 1)
ml .
bm(n—?) .
bm(n—l)
{r@HrP@ | PG HPE - o+ ey
[ [ [
o0 P [P PG s ey
PE) PG e
[
P(5F) ——[0) + >/ |1

FIGURE 1.4 — Le premier et le dernier qubit sont exactement dans le méme état.

b . LH | 10) + 22 1y
) |

— P(¥) HPE) - 4 P(E) [ PE) —— [0) +emm )

)9 P} P e 0) 4 e2mim/2 1)

P PG o)+ ey

FIGURE 1.5 — Elimination d’un premier qubit.

bmo . ' @ 10 + p2mim/2! )
2

b1 - @ P(%) - 10) + e2mim/2 1)
bm(n—2)
m(n—1)
T T ) R
[ [ [
#2072 | TPED | [P [P ey

FIGURE 1.6 — Elimination d’un second qubit.



me e @ ’O> + e?ﬂ'im/Zl |1>
bml e @ P(%%) . ’O> + 627rim/22 |1>
bnio (H - P() —— P() —— o) + e/

[ [
bm(n—l) P(

P(5#m) P(3) b [0+ et
FIGURE 1.7 — Circuit pour préparer ’état |m) a partir |m) inconnu avec un seul registre.

]
SN—
l

sur le deuxiéme qubit, on doit également rediriger la phase contrélée par le premier qubit pour obtenir le
circuit de la figure 1.6 sur lequel on a déja éliminé le qubit redondant.

On peut continuer d’appliquer ce processus sur tous les autres qubits pour obtenir le circuit de la
figure 1.7. Ce circuit, a partir de I’état |m), prépare ’état produit

n—1

% \[(]0) + exp (27r22q+1) |1>) (1.18)

On constate une différence avec le résultat souhaité de I’équation 1.11,

Bong) = ;5 (10) + exp (2m2n q) 11)) (1.11)

c’est-a-dire que 'ordre des qubits est inversé. En effet, pour I’équation 1.11 la phase du premier qubit est
2mm /2™ alors que pour I’équation 1.18, c’est le dernier qubit qui posséde cette phase.

On pourrait corriger cela en appliquant une série de portes SWAP. En pratique, cela est rarement
nécessaire et une simple réindexation des qubits est beaucoup moins couteuse.

Finalement, en se débarrassant d’un registre on élimine le probléme d’enchevétrement et le circuit de
la figure 1.7 peut effectuer la QFT d’un état général

N-1 N-1
Ugrr |¥) = Uqer Y a;l5) = Y a;Uqrr |5)
7=0 7=0
N-1
= a;lj)
=0
= |¢).

1.8 Addition quantique avec la QFT

Une application intéressante de la QFT est I’addition d’entiers.

Soit deux entiers x et y, on veut calculer leur somme z = x + y grace a un ordinateur quantique. On
peut utiliser la QFT pour effectuer une telle opération. Supposons que 1'état |x) est I’état initial de notre
ordinateur quantique. Cet état est facile & préparer en appliquant des portes X sur les différents qubits
en suivant la représentation binaire de . On cherche donc & préparer I’état

2) = |z +y)
On applique d’abord la QFT pour préparer ’état

%) = Uqrr |z) -

10



On utilise la version sans SWAP de sorte que I’état obtenu est

n—1

I7) = (qgg 7 (\0> + exp <2m2q+1) \1>). (1.19)

Si on arrive & obtenir 1’état |Z), on n’aura qu’a effectuer la QFT inverse pour obtenir |z). Cet état est
simplement,

15) = g\}?(m +exp (m“éqtf’) 11>> (1.20)
= :;: \}5 <|0> + exp (2m’%> exp <2m2q+1) |1)) (1.21)

Donc a partir de |Z) on doit simplement appliquer une série de phases sur chacun des qubits qui dépendent
de y. Autrement dit,

_ L A y
|Z) = ) —2P<27r2q+1) (]O) + exp <2m2q+1) |1))
q:
n—1 A
= | & P(erg) |
q=0

A~ y A~
|2) = Udpr P(QWﬁ) Uger |2) -

Q
Il
o

Ainsi le circuit d’addition est
n—1 y
Uapp(y) = Upr [ @ P(27rﬁ) Ugpr. (1.22)
q=0

Si on utilise la QFT avec SWAP, 'ordre des qubits doit simplement étre inversé
n—1 y
. o . .
Uapp(y) = UQFT @P<2WW) Uqrr-
o

1.9 Exemple de factorisation des états & un qubit pour une QFT sur
trois qubits

Nous allons illustrer comment 1’état résultant de la transformée de Fourier d’un état quantique de base
peut étre écrit comme un état produit faisant intervenir les états individuels de chacun des qubits. Nous
allons faire cela en considérant un exemple simple a trois qubits. D’abord ’équation 1.4 écrite explicitement
pour 3 qubits est

7

1
7 Z exp (27Tik;n> |k)

(o (anstn) 10 (amit) 1 . s (2 -+ () 1),

11



Ilil a 2% = 8 termes dans cette somme. Chaque état |k) est un état de base a 3 qubits. Explicitons cela,
) = — (exp (2miom ) [000) + exp ( 2riem ) [001) +
=—|ex Ti— X Ti—
V38 P 8 P 8
6 7
+ exp 27m§m |110) + exp 27r2§m |111) | .

En méme temps, les entiers 0 & 7 peuvent étre écrits sous forme binaire également

1 |

) = (exp (2mi X200 ) J000) + exp (2mi LRI 1y ) 001)
(1.23)

+exp (2miLEHLLI0D Y [10) 1 e (i A1) 11)

Chaque terme dans la somme a alors une forme

2 2
bjo X 22 + b1 x 28 +bj x 20 Do 0big2?
exp <27T L l 3 = ) |bj2bj1bj0) = exp <2mq%]qm ) lbs)
q=0

On peut transformer les exponentielles de sommes et produits d’exponentielles

b. 94 2 ' 2
exp (2m Zq =094 ) ® bjq) = H exp <27ribﬂ182qm> ® {qu/>
q=0 q'=0

ot on prend soin d’utiliser des indices différents pour les deux produits. La phase totale est donc une
somme de 3 phases, chacune associée & un qubit ce qui nous permet d’écrire
m) I

= b;q2" = = b
H exp <2m’ﬂém> ® biq) | = ®exp (27rz' 14
q=0 q=0 q=0

Par exemple pour le terme associé a |5)

5
exp <2wi8m> |5) = exp (277@% ) |101)

= (exp ( l><822 m) exp (2m“X82 m) exp <2le82 m))(|1) ® |0) ®11))

:[exp(2mlx2 )\1)} [exp<27m )|0>] [exp(Qﬂ'leQ )|1>]

Cet état est un état produit; un simple produit tensoriel entre 3 qubits. Le terme associé a [4) différe
uniquement pour le qubit de droite

exp <2m';1m> |4) = [exp (2m1X2 ) \l>} [exp (27?10X2 ) |()>] {exp (27”0><2 > |()>}

Rappelons-nous qu’on cherche & réécrire la somme de I’équation 1.23 sous la forme d’un état produit.
Avant de considérer la somme des huit termes, considérons la somme des termes associés a |4) et |5). On
voit que les 2 qubits de gauche sont exactement dans les mémes états pour ces termes. On peut factoriser
les deux premiers qubits pour ces 2 états

exp <27rz';lm> |4) 4+ exp <2m’§m> |5) = [exp (2le2 ) |1)] ® [exp <2m XBQ m) |O>}

® [exp (27710X2 ) |0) + exp (ZMIXSQ m) \1>}

12



On peut faire cela pour les paires d’états (0, 1), (2,3), (4,5) et (6,7) et ainsi complétement factoriser le
qubit de droite. Si on considére ensuite la somme des termes 4, 5, 6 et 7, on peut alors factoriser le qubit
du centre. En effet,

exp (QWi;Im) |4) + exp (2m’2m) |5) + exp <2m’gm> |6) + exp <2m';m) |7)
= [exp <2le2 > |1>} [exp (2772 ) |0) + exp (2m 1x2) ) \l>}
® {exp ( ) |0) + exp (27721X2 ) \1>}

On peut faire I’équivalent pour les termes 0, 1, 2 et 3. Finalement, pour la somme compléte des huit
termes, on peut factoriser le qubit de gauche. On peut donc complétement factoriser les 3 qubits

i) = \}g (exp (2mit 22020 ) 000) + exp (2 XZHZL ) J01)
+exp (2mw ) 110) + exp (2mwm> |111>>
= \}i [exp (27TZO><2 ) |0) + exp (27le2 ) ]1)}
® [exp (27?1‘”2 ) |0) + exp (27T21><2 ) |l>}
® [exp <2mOX2 ) |0) —i—exp( 20 m) |1>}

L’état |m) est donc construit en effectuant le produit tensoriel des 3 qubits & |bmg). Chaque qubit
étant dans I’état de ’équation 1.11

1Bimg) = \2(10) + exp <27ri28qm> \1)) - %(\@ + exp (27@22:) \1>>.
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Chapitre 2

Estimation de phase quantique

Soit un opérateur unitaire Q avec un de ses états propres |¢) répondant a I’équation aux valeurs propres
Qlg) = > q),
I'estimation de phase permet d’estimer la valeur de ¢ a partir d’un registre @ qui contient 1’état |q)

YQ) = 149) -

Notons que, sous cette forme, la phase ¢ prendre une valeur entre 0 et 1.

Remarque

Pour introduire plus facilement ’estimation de phase, nous allons nous placer dans des conditions irréalistes,
c’est-a~dire que nous allons d’abord supposer que ’état propre |g) est déja préparé dans un registre quantique.
Ensuite, nous supposerons que la phase ¢ peut étre exprimée exactement que le ratio d’un entier m sur une
puissance de 2. Notons cette phase

Y=o

Plus tard, a la section 2.4 nous léverons ces contraintes.
2.1 Retour de phase
Pour tenter d’obtenir de I'information sur la phase ¢, on pourrait appliquer Q sur |g), mais cela ne
génére qu’une phase globale impossible a extraire via des mesures du qubit. C’est pour cela qu’on doit
utiliser le retour de phase.

Pour introduire le retour de phase, considérons un second registre P (pour phase) contenant un seul
qubit dans I'état |+)

[Yp) = |+)
et appliquons une version contrdlée par |1)p) de 'opérateur Q sur |tg) comme illustré a la figure 2.1. Cette

Registre P |+) |0) + €™ 1)

Registre Q@ |g) = Q = o)

A~

FIGURE 2.1 — Circuit de retour de phase pour un opérateur Q.
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Registre P |4+) —— |0) + e2mipe )

Registre Q |q) E‘@_‘T,E lg)

FIGURE 2.2 — Circuit de retour de phase pour une puissance de 'opérateur Q).

opération produit I'état

CQ1w) = —(C@la) o) +CQlay 1))
1

S

(la) 10) +€*™ |q) |1)) (2.1)

S

2
1 TiP
= |q>®ﬁ(|0>+62 1))

L’état |g) n’est pas affecté par cette opération, alors que le qubit de controle accumule une phase relative
2mp. 11 est maintenant possible d’obtenir de I'information sur cette phase en effectuant des mesures sur le
qubit de contrdle. Ne nous attardons pas tout de suite & comment on pourrait effectuer cela.

Pour I'instant, contentons-nous de constater que si on applique la méme porte contrélée plusieurs fois,
on accumule un multiple de la phase

(€Q) 0y =la) & <= (10) + 7% |1)).

1
V2
Finalement, notons qu’on obtient le méme résultat en appliquant une version controlée d’une puissance
de opérateur @)

CQ 1Y) = la) ® —=(10) + *™P#|1)) (2.2)

1
NG

comme c’est illustré a la figure 2.2. Cela nous sera utile pour la suite.

2.2 Exploiter la QFT

On sait depuis la section 1.4 que la QFT permet de transformer un état de base & n qubits |m) en un
état ou chacun des n qubits est affectée d’une phase qui encode la valeur de m. Cet état s’écrit

n—1

) = Uger Im) = Q) \}5 (|0> + exp <2m2:fq) |1>).
q=0

Comme m se situe entre 0 et 2", le ratio m /2™ se situe entre 0 et 1. La phase ¢ se situe également entre
0 et 1. Cela nous pousse a vouloir écrire la QFT d’un état qui encode la valeur de ¢

|
—

Il

o

S‘ —
)

n
Ugrr [2"¢) =
q

(|0) 4 exp (2wi29¢p) |1)).

Ainsi, si on arrive a préparer un ensemble de qubits avec des phases 2729, on pourra appliquer une QFT
inverse pour obtenir I'état [2™¢) et ainsi obtenir la valeur de ¢! Si I’état obtenu apres la QFT inverse (et
mesuré) est |m), la valeur de cette phase sera donné par

m

<P:27-
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+) = 0) + €272 1)
Registre P +) . |0) + e2mi(2%¢) |1)
n qubits o
+) a 0) + €™ 9 1)
+) - 0) + €m0 1)
Registre @ | = Q' EQ? 2Q¥ = =0 = o)
FIGURE 2.3 — Premiére étape de 'algorithme d’estimation de phase.
+) —
Registre P ' E
+ o n
n qubits I+ e 12"¢)
+) —
+) —
Registre @ ¢ = Q' =2 Q? =2Q¥ = = Q2" = l9)

FIGURE 2.4 — Circuit d’estimation de phase Upg(Q).

Remarque

Ici on a supposé que 2”@ est un entier. Nous verrons plus loin comment ces idées s’appliquent pour une valeur
quelconque de ¢.

2.3 Circuit de estimation de phase

La premiére étape du circuit quantique de 'estimation phase consiste a préparé 1’état

i
L

12(|0> + exp (2mi29¢) |1)) (2.3)

Il
=)

q

dans un registre (P) de n qubits. Pour pouvoir espérer accomplir cela, on aura besoin d’un registre @
qui contient I’état propre |g). Ensuite, on exploite le retour de phase décrit a la section 2.1, et ce, pour
plusieurs qubits et plusieurs puissances de I'opérateur Q comme c’est illustré & la figure 2.3. Une fois cet
état préparé dans le registre P, il ne reste qu’a effectuer la QFT inverse (figure 2.4) pour obtenir 1'état

Im) = [2"¢).
On peut résumer 'application du circuit estimation de phase par une opération unitaire telle que

Upe(Q) (IVp) ® [1hq)) = Upe(Q) (I)*" ®q))
=[2"p) ®|q) - (2.4)

Il ne reste alors qu’a mesurer les qubits du registre P pour obtenir I'entier 2" .
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2.4 Phase non entiére

Comment cet algorithme se comporte-t-il dans le cas ol ¢ ne peut pas étre écrit comme un ratio entre
un entier et une puissance de 27 Pour répondre a cette question, considérons une phase qui peut s’écrire
comme

m+90  m+9
2" N
ot le désalignement § se situe entre -0.5 et 0.5 et ott m permet la meilleure approximation rationnelle de

. Utilisons le fait que I’état quantique préparé par la premiére étape du circuit d’estimation de phase
quantique peut également s’écrire comme (revoir équation 1.12)

(p:

N-1

(10) 4+ exp (2mi2%p) |1)) = \F Z exp (2mipk) |k) .

1
L

1
V2

On a donc un état & n qubits dont les composantes devant les états de base & n qubits sont

Il
o

q

1
aj = —— exp (2mipk).

vN
En appliquant la QFT inverse sur cet état on obtient un I’état quantique

N-1

> ol

j=0

ol les composantes sont données par

On peut alors utiliser les résultats sur les sommes géométriques

N-1
k ].—TN

1—r

k=0
pour réexprimer la somme et obtenir I'amplitude de probabilité devant |j) comme étant une fonction de &
1 1—exp(2mid)
N 1 —exp <2mm H‘S)

a;(0) =

La probabilité de mesurer ’état |j) est donnée par
1 1—cos(2n6)
N?1 _cos (27r$)

p;i(0) = la;(8)* =

17



A
|m — 1)
1 1
0.8 1
~ 0.6
0.4
0.2 | ¥Z
0 | - ! } >
-1 —0.5 0 0.5 1

J

FIGURE 2.5 — Probabilité d’obtenir les résultats |j) lors de la mesure des qubits en fonction de la distance
0 qui sépare la vraie valeur de 2"¢ de l'entier le plus proche. Figure obtenue pour un systéme de 4 qubits.

ou encore (avec un peu de trigonométrie),

2
i(6) = Nsiziz;jfi_(;) - 25
N

Tentons de décrire ce que cette probabilité implique. La courbe du centre a la figure 2.5 trace la probabilité
de mesurer I'état |j) = |m) en fonction du désalignement 0.
D’abord, lorsque 6 — 0 (en utilisant sinz ~ x),

Pm(6=0) = (W)Z =1

on a 100% des chances de mesurer I'état |m) et 0% des chances de mesurer n’importe quel autre état :
c’est le cas qu’on a traité plus haut ¢ ou est donné exactement par la fraction m/2". Lorsque § # 0 la
probabilité d’obtenir la meilleure estimation |m) décroit. Par exemple, si 6 > 0 on a de plus en plus de
chance de mesurer 1'état |m + 1) et vice-versa. On voit également qu’on a des probabilités faibles, mais
non nulles, d’obtenir d’autres résultats. Dans U'intervalle § € [—0.5,0.5], ces probabilités décroissent toutes
avec |j —m).

La figure 2.5 montre également, en zone ombragée, les courbes pour |§| > 0.5. Par exemple, on voit
que pour 6 = 1 on a 100% des chances de mesurer 1'état |m + 1), ce qui est le résultat attendu étant donné
que c’est cet état qui est la meilleure approximation de la phase et non |z,,) si on permet a |§| d’étre plus
grand que 0.5.

Le pire des cas se situe ot § = 0.5, et 2"¢ se trouve exactement entre m et m + 1. La probabilité
d’obtenir m est

pm(5 =

D=

)= <Nsm<1w/m>>2‘
Pour N > 7/2,

4
pm(6=3) =~ —5 ~ 0405,
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2.5 Intervalle de confiance de la phase estimée

La question qu’on se pose maintenant est : quelle est la probabilité d’obtenir un résultat m/2" qui soit
distant de ¢ au plus d’une erreur Ay ? La probabilité d’obtenir un résultat a l'intérieur de cette zone de
confiance est

P(lp—m/2" <Ap)= > p

m—e<j<m+e

ot on définit l'entier e = [2"Agp| qui caractérise 'erreur. On veut établir une valeur minimale pour cette
probabilité. En réalité, il est plus facile d’établir une valeur maximale pour la probabilité d’obtenir un
résultat a I'extérieur de la zone de confiance

P(lp —m/2"| > Ap) =1 - P(lp —m/2"| < Ayp)

z sin? (76)

B 102 ji—m—6) "

0<j<m—e, N?sin (W]T>
mte<j<N

Pour simplifier la notation, on définit ’ensemble d’indices suivant
Je={0,....m—e—1}U{m+e+1,...,N —1}.

Pour plafonner ) jeJ, Pj, on constate d’abord que le numérateur pour chacun des termes de la somme est
toujours inférieur ou égal a 1 (sin? (76) < 1)

sin? (7
50 v ) < vt ()

2 i2 2 o
jelde jejeN sin <7T jeJeN sin

On effectue ensuite un changement de variable k = j — m pour simplifier I’écriture

1 s 1
N N2 sin? (77%6)

2 in2 (LI=m=0
jGJeN S <7T N ) keKe

ol on a défini un nouvel ensemble d’indices

Ke={-m,...,—e—1}U{e+1,...,N —m —1}.
Néanmoins, comme le dénominateur a une période de N, on peut cycler les derniers éléments ({N/2,... N —m — 1})
vers le début de I’ensemble en leur soustrayant la période N (on obtient alors {—N/2,...,—m —1}). On

peut alors utiliser I’ensemble d’indices
K/ ={-N/2,...,0-m—1}U{-m,...,—e—1}U{e+1,...,N/2 -1}
={=N/2,...,—e—1}U{e+1,...,N/2 — 1}.

pour la somme sur k et obtenir exactement le méme résultat, comme cela est illustré a la figure 2.6. La
méme figure montre également que dans la région d’intérét, le dénominateur est toujours supérieur a une
valeur plancher donnée par une fonction quadratique

sin? <wk;75> > (2]“]\]_5)2. (2.6)
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p 1?) o - 1
Sin (ﬂ'f)
2e / .
0L I ! ~ 0t
0 m. N/2 N  —N/2

z=j—m—9

FIGURE 2.6 — Dépendance du dénominateur de la probabilité p; avec j. a) La somme sur j inclus tous
les termes entre 0 et N — 1 sauf ceux a une distance moindre de e autour de m. b) La somme sur k est
équivalente. On peut cependant établir une borne inférieure a la valeur du dénominateur & ’aide d’une
fonction quadratique.

Cela nous permet de simplifier davantage la borne supérieure a la probabilité d’obtenir un résultat a
I’extérieur de la zone de confiance

1 1
< = S
jg;epj > 4k§(é (k—(5)2

L’ensemble K est presque symétrique autour de k = 0, ce qui nous permet de ressembler les deux cotés
en un seule somme

1 1 1
Z 2 = Z 3 T Z 2
kEK! (k—9) —N/2<k<—e (k —9) e<k<N/2 (k —9)
1 1
- 3 met T
2 2
e<k<N/2 (k+0) e<k<N/2 (k — )
1 1
<3 ( n )
g[; (k+6)  (k—26)>

oll on ajouté un terme supplémentaire (N/2) & la deuxiéme somme, ce qui nous a permis d’obtenir deux
sommes sur le méme ensemble

K'={e+1,...,N/2}.

En combinant les termes, on obtient une expression qui dépend de §2. Cette quantité se situe dans I'inter-
valle 0 < § < % On repousse encore la valeur plafond

1 1 k% + 52 k2
2 ((k+6)2+(k:6)2> =22 R 2 ICEDH

keK! keK! keK! 4

En effectue ensuite le changement de variables £ = + 1, ce qui génére le nouvel ensemble
L.={e,...,N/2 —1}.
Cela nous permet finalement d’obtenir une expression trés simple pour la valeur plafond de la somme

S (I+1)? (I41)? 1
2 G 2 <Zz2(l+2)2ézz2‘

rerey (K — 1)2 ez, (P +20+ %)2 e leL.
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8
)

e Y1 42 43 4
I

FIGURE 2.7 — Comparaison entre la somme ), 172 et 'intégrale [ dzx 272, En intégrant de e — 1 Jusqu a
I'infini, on surévalue la valeur de la somme.

Pour évaluer cette somme, on la transforme en intégrale. On constate que la fonction =2 est décroissante
et de courbe positive ce qui implique

1 3

= < —dx.

12 /l : z?

La figure 2.7 illustre le faire que la somme des [ =2 est inférieure a aire sous la courbe d’une fonction z 2.

On peut donc borner la valeur de la somme par une intégrale qui s’évalue rapidement

1> 1 1
SNs< | dey=—r
:L’ J—

2

On peut finalement combiner les différents coefficients laissés en chemin
1
Snedy tneiy g ed
j€Je kEK’ €L,

pour obtenir la borne supérieure & la probabilité que ’estimation de phase retourne une valeur a ’extérieure
de l'intervalle de confiance

P(lp —m/2" > Ap) < (2.7)

2e — 1"

Ainsi, supposons que l'on veuille évaluer ¢ avec une précision exprimée comme une puissance Ap = 277,
Dans ce cas, 'entier qui caractérise la zone de confiance est e = 2" P, On vise un taux de succés

P(lo=m/2"| < Ap) <1—e.

On doit donc avoir

T 2% -1
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Pour assurer une précision de Ap = 27P avec un taux de réussite on devra donc employer

n = p+ [log <21€ + ;)1 (2.8)

qubits.

2.6 Etat quantique quelconque

Au début du chapitre, on a supposé que le registre A contenait |¢) un état propre de U. Qu’en est-il
si I'état dans le registre A est un état quelconque [¢g) ? Dans tous les cas, cet état se décompose sur la
base des états propres de . On peut donc écrire

2n 1
Q) =Y Bila)
=0

ot les |g;) sont les états propres de Q répondant & 1’équation aux valeurs propres
Ulgi) = €% ;).

Si on applique I'opération unitaire de ’équation 2.4 dans ce cas, on obtient

on 1
Ups(Q) (19p) ® [¥g)) = Upp(Q) | )" ® > Bila)
=0
on 1
=Y Bil2"i) ®la).
=0

La mesure des qubits du registre B va retourner l'entier 2"p; avec une probabilité \,Bi|2. Le résultat
secondaire de cette mesure est que I’état contenu dans le registre () est alors exactement 1’état propre

associé |g;)!
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Chapitre 3

Amplification d’amplitude quantique

3.1 Probléme classique

Posons le probléme suivant. On a un sac de billes avec nyt billes & I'intérieures dont n, billes sont rouges
et ny, billes sont bleues. Il n’y a que ces deux couleurs de billes dans le sac, de sorte que nyot = ny + np.-
Notre objectif est de piger une bille bleue. En moyenne, combien de billes doit-on piger avant de piger une
bille bleue ?

La probabilité qu’une bille pigée soit bleue est

np

Ntot

Si on pige m billes, la probabilité qu’au moins une d’entre elles soit bleue est mp. Donc, en moyenne, on
doit piger

billes pour en obtenir une bleue.
A Tinverse, le nombre de billes qu’on pige avant d’en obtenir une bleue nous permet d’estimer p et
donc la proportion de billes bleues dans le sac.

3.2 Formulation formelle
On suppose une fonction x qui prend un entier z € X = [0, nyot[ en entrée et qui retourne soit 0 ou 1

x(z;) = y; € {0,1}.
On peut séparer I'ensemble & en deux sous-ensembles Xy et X7 tel que
( ) 0 size A
x;) =
X 1 siieX;

Iy a |Xp| éléments dans Ay et |X;| dans X;. De plus, |Xp| + |X1| = |X]. Si on choisit un x; au hasard, on
a une probabilité p = |&;|/|X| d’obtenir x(x;) = 1. Si on appelle m fois la fonction y avec des instances
de z; on a, en moyenne, une probabilité mp d’obtenir un x(z;) = 1. Donc, en moyenne, on doit choisir

instances de z; pour trouver un x(z;) = 1.
Encore une fois, 'estimation de p nous permet d’estimer les tailles relatives de |Xp| et |X|.
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3.3 Algorithme quantique d’estimation d’amplitude

Amplification d’amplitude

Pour traiter le méme genre de situation avec un ordinateur quantique, on pose d’abord un opérateur
qui prépare ’état quantique suivant & partir de I’état initial

Al0)*" = A10) = VI —algo) + Valé) (3.1)
avec (¢o|¢p1) = 0. Définissons immeédiatement
a=sin?0 et 1 —a=cos?f
de sorte que
A0) = cosf |¢g) +sinf|¢r) .
et plus particuliérement,
(o] A|0) = cos 0 (¢1]A]0) = sin .

Inspiré par I'algorithme de Grover, on définit 'opérateur

0 — ASeAlS,,
avec

So =1 —2(0)0] et Spo =1— 2|0} -

Qu’est-ce que cet opérateur a de particulier en lien avec 'opérateur A? D’abord, on démontre facilement
que,

Q |¢o) = cos (20) |¢o) + sin (20) 1)
Q1) = —sin (26) |po) + cos (26) |p1) .

Autrement dit, les états |¢o) et |¢1) engendrent un sous-espace &4 dont tous les états prennent la forme

(3.2)

V) = ag |po) + a1 |p1) .

Dans ce sous-espace, 'opérateur () prend la forme d’une matrice 2 x 2.

om= (e awton ) () = () = 10

Par exemple,
O ldo) = cos (20) —sin(20)\ (1) _ (cos(20)
077 \sin (20)  cos (20) 0)  \sin(20)
ce qui correspond bien & la premiére ligne de 1’équation 3.2.
L’état |1)') s’exprime également comme une combinaison linéaire de |@g) et |¢1). Le sous-espace £y est

dit stable sous I'action de Q : Papplication de Q sur un état de £ produit un autre état de &.
Pour ce type d’opérateur, les valeurs propres sont

gy = 12
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et les états propres sont

62) = (160} Fi101)).

Notons que la transformation inverse est
1 1
V2 V2

On se rappelle que I'application de A sur l'état initial produit 1’état

[¢0) = —=(lo+) + [9-)) [91) = —=(l9+) — |9-))
A |0) = cos B |¢o) + sin b |p1)

que l'on peut exprimer cet état sur les états propres de Q

Alo) = C‘j’;w Fl6)) + z'““’%(w 16
L/, —i
= (€l +e o). (33)

Note : Le reste de cette section s’applique uniquement dans le contexte d’amplification d’amplitude.
Passez a la section suivante pour voir comment ces concepts sont utilisés dans le contexte de I'estimation
d’amplitude.

Dans la base propre de Q, son application a un effet trivial

Q) = e |gs) . (3.4)
En particulier, une puissance de Q produit ’état
Aj A L ij+r1e —i(2j+1)0
QA= (@ 6,) +e 6-)).

En réexprimant cet état dans la base initiale on obtient,

QA1) = 5 (I (o) +i162)) + e (g0) — i[n)))

— cos (2] + 1)9) |0} +sin (2 + 1)6) [61)

On voit alors quen appliquant @ un certain nombre de fois, on peut maximiser les probabilités de mesurer
|¢1). En particulier, on veut que

25+ 10— 3
pour maximiser 'amplitude de 'état |¢1).

Estimation d’amplitude

Si on retourne a ’équation 3.3, on voit que 'opérateur A permet de préparer un état quantique qui
se décompose en une superposition des états propres de Q De plus, ces états propres ont comme valeurs
propres et#20.

On peut donc utiliser le circuit d’estimation en utilisant 1’état

1

A\o):\/i

(e?164) +e719-)) (3.5)
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Registre P |4)""" == 5 — | — a=sin? ()

i
I

Registre Q 0)¥"Q

FI1GURE 3.1 — Circuit d’estimation d’amplitude UAE( ) Q= AS’OATS%.

et () comme opérateur des portes controlées. La mesure des qubits aprés ’application du circuit d’estima-
tion de phase va retourner un entier m qui estime la phase associée a une des deux valeurs propres

QW% ~£20 (mod 27).
Cette phase permet alors d’estimer I'amplitude associée a I’état |¢1) grace a,
a = sin?f
On voit que le signe de @ n’a pas d’importance. Finalement, on estime I’amplitude grace a '
a = sin? (imn/2").
Le circuit de la ﬁgure 3.1 résume la construction du circuit qui permet de faire ’estimation d’amplitude
pour un opérateur A.

3.4 Valeur moyenne d’une fonction d’une variable aléatoire

Etant donnée une variable aléatoire X avec une densité de probabilité p(z), on cherche a évaluer
la valeur moyenne d’une fonction g(X) de cette variable aléatoire. Pour ce faire, on peut prendre Ngcp
échantillons () et calculer

] Neew
E[g(X)] ~ N Z g(z?). (3.6)

On peut également discrétiser les valeurs possibles de X est une grille x;. On calcule encore les probabilités
d’obtenir une valeur de X dans 'intervalle [x;, 2;11] de la grille

pi = /%M dx p(). (3.7)

Etant donné ces probabilités, la valeur moyenne peut étre estimée grace a

)] ~ Zpig(xi) (3.8)

Avec l'estimation d’amplitude

On représente la densité de probabilité p(x) d’une variable aléatoire X par une superposition d’états
préparée sur un premier registre (1) de n qubits

2" —1

Ux [0)7" = Zf i)y (3.9)

1. Ne pas confondre le ~ avec la transformée de Fourier. Ici, a est la valeur estimée pour a.
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avec y p; = L.
On suppose un opérateur qui calcule une fonction g(x) a partir de la valeur du premier registre en

I’encodant dans les amplitudes de probabilité d’'un qubit supplémentaire qui constitue un deuxiéme registre
(2). L’action de cet opérateur lorsque le premier registre dans 1'état de base |i) est

G1i)y 10); = 1)y (V1= g(@0) [0}y + Vo) [1),). (3.10)

Si on agit sur un premier registre qui encode une densité de probabilité comme a ’équation 3.9 ’état du
systéme est plutot

2n—1 2n—1
W> = GUX ‘0>?n ’0>2 = é(Z \/197|1>1> ‘0>2 = Z \/1‘726TY ‘2>1 ’O>2

2"—1

= 2 VAl (VI=39i10);+ vai 1))

(3.11)

ou on utilise la notation g; = g(x;). On peut a ce stade utiliser les opérateurs Ux et G dans I’appareillage
de l'estimation d’amplitude pour estimer la valeur moyenne g(X) étant donnée la densité de probabilité

p()
X)) ~ Zpig(:ri).

Pour se convaincre que ’estimation d’amplitude nous retournera bien cette moyenne, tentons d’expri-
mer la probabilité de mesurer le qubit du deuxiéme registre dans 1'état |1),. La probabilité de mesurer un
qubit dans 'état 1 étant donné un systéme dans ’état [1)) est

()7 = (WILXL]) -

Ainsi, cette probabilité peut également étre obtenue comme la valeur moyenne de 'opérateur |1)(1], qui
dans notre cas peut étre exprimée ainsi

Iy — Zy

B, = 25

Calculons d’abord la valeur moyenne de Zs pour I’état qu’on a préparé. En se rappelant que les qubits
du premier registre sont transparents & Z et que les états propres de Zs sont |0), et |1), avec les valeurs
propres +1 et —1, on obtient

2m—1 2n—1
(Z Vi Gy (\/1—gi<ow2+@<1|2)>22 X VBl (V=510 + a5 1))

= Vmp; (il (% (=901 = g) 0102 = v/5ig <1'1>2>
= Zpi((l —9i) —gi)=1- Qsz'gi-

On constante donc que la probabilité de mesurer le qubit du deuxiéme registre dans 1’état |1) est directe-
ment donnée par

S (Wl = 2al0) = i (3.12)
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FIGURE 3.2 — Circuit d’estimation d’amplitude pour évaluer la valeur moyenne de g(X) o X est une
variable aléatoire avec une densité de probabilité préparée par l'unitaire Ux. L’estimation de a donne
directement la valeur moyenne ) . p;g;.

qui n’est rien d’autre que la valeur moyenne de g(X) étant donnée la densité de probabilité p(x)!
On peut cependant faire usage de l'estimation d’amplitude pour obtenir cette valeur moyenne. Si on
compare " équation 3.11 avec 3.1 on constante que l'opérateur

2"—1 2" —1

GUx | Q—meo +Z\/@|1|1

agit de maniére similaire & I'opérateur A utilisé dans Pestimation d’amplitude
A10) = VI —algo) +Valé1).

On peut donc exploiter I'algorithme d’estimation d’amplitude en utilisant A = GUx. Dans ce cas, on peut
immédiatement établir les associations

2" —1 2n—1

VI=alon) = 3 Ve —g) o), et Valo) = 3 ve@lihln, (313

Les probabilités de mesurer |¢g) et |p1) (dans la base {|dg) ,|¢1)}) sont alors directement données par

2" —1 2m—1

l—a= Zpi(l—gi) et a= sz'gi (3.14)

L’aspect le plus important ici est que la probabilité de mesurer le qubit du registre 2 dans 'état |1) est
directement donnée par a qui est également la valeur moyenne de g(X).

Le choix de |¢1) (et donc de |¢g)) définit 'opérateur S’¢O et donc Q. La figure 3.2 résume la construction
du circuit qui permet d’estimer la valeur moyenne de g(X).

3.5 Valeur moyenne d’un produit de fonctions d’une variable aléatoire

On décrit maintenant comment il est possible d’estimer la valeur moyenne d’un produit de fonctions
d’une variable aléatoire

Elg(X)h(X)] = Zpig(xi)h(xi)‘ (3.15)

On suppose maintenant 2 opérateurs qui calculent les fonctions g(x) et h(x) a partir de la valeur du
premier registre en les encodant dans les amplitudes de probabilité de deux qubits supplémentaires qui
constituent les registres 2 et 3. Ces opérateurs ont les actions suivantes

Gy 10)2 1) = li)y (V1= g(@i) 0} + V/g(@i) [1)2) |)s
i)y [0)2 1) = 1)1 1) (V= Blws) [0)3 + V@) [1)5).
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FIGURE 3.3 — Circuit d’estimation d’amplitude pour évaluer la valeur moyenne de g(X)h(X) ou X est
une variable aléatoire avec une densité de probabilité préparée par 'unitaire Ux. L’estimation de a donne
directement la valeur moyenne ) . p;g;h;.

De la méme maniére qu’a la section précédente, I’application de ces opérateurs unitaire produit 1’état

2" —1 2n—1
HGUX|0> 2|03_Z\/p1 1_gz 1_ )| |02’O +vazgz | |12|0
on_1 2n_1

20 VR = g)halidy 0) g+ 32 Vpigihu i)y 1)z 1)

On identifie ’état
on_1

Valgy) = Z Vpigihi |i)1 [1)g [1)3 (3.16)

ce qui définit les opérateurs S’% et Q L’estimation d’amplitude permet donc d’estimer

2n—1

Le circuit de la figure 3.3 résume les étapes de cet algorithme.

3.6 Valeur moyenne d’une fonction de deux variables aléatoires

On s’intéresse ensuite & valeur moyenne d’une fonction de plusieurs variables aléatoires
V)~ pigjg(wi,y;). (3.18)
i

ou les p; et les g; sont respectivement les probabilités des valeurs x; et y;. Pour estimer cette valeur
moyenne, il doit préparer les distributions de ces deux variables dans deux registres a 1’aide d’unitaires
Ux et Uy. Ensuite, on doit avoir un opérateur qui, étant donné 2 registres contenant les états i) et |7),
produit ’état suivant

Gli)y 172 10)5 = 1) 15) < 1= g(xi,y;) [0)3 + 1/ 9(i, y5) |1>3>-
En combinant ces opérations, on obtient 1’état
) = G (Ox 0)7™) (O 0)5™ ) [0),
=2 VPG i) 1)z 10

Z’?j

(3.19)

La suite est identique au cas de la section 3.4. La figure 3.4 illustre le circuit utilisé. A partir d’ici, on
peut facilement généraliser pour des fonctions de plusieurs variables.
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FIGURE 3.4 — Circuit d’estimation d’amplitude pour évaluer la valeur moyenne de g(X,Y") ou X et Y sont
des variables aléatoires avec des densités de probabilité préparées par les unitaires Uy et Uy . L’estimation
de a donne directement la valeur moyenne ). p;q;gi;-.
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